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Qual a cor da Terra?
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•A Terra é na sua maior parte azul 

•A Terra é quase azul

•A Terra é 66% azul

•A Terra é azulada

•A Terra é muito azul

Respostas Apropriadas
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•“Tão próximas as leis da matemática estejam da realidade, 
menos próximas da certeza elas estarão. E tão próximas elas 
estejam da certeza, menos elas se referirão à realidade”

•(Albert Einstein)

Motivação 
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Princípio da Bivalência

•Toda proposição é verdadeira ou 
falsa, mas não simultaneamente.

Terceiro excluído

•Toda proposição é verdadeira ou 
não verdadeira

Duas Regras da Lógica Tradicional 
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Lógica de Boole - 1848
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•O mundo real apresenta situações onde as respostas 
verdadeiro e falso não são suficientes para representar a 
realidade
•Tanto a resposta Verdadeiro quanto a resposta Falso não são 
apropriadas

•Qual seria a resposta apropriada?

A questão

GRAUS DE VERDADE
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•Jan Łukasiewicz inventa 
uma lógica tri-valorada
•Verdadeiro, falso e talvez (ou indeterminado)

•0,1 e u

•0,1 e 1/2!

•Mais tarde, estende para uma quantidade infinita de valores 
entre 0 e 1

•Lógica de Łukasiewics

1920!!!!
Boole 1948

Pierce 1870
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Lógica de 3 valores

OU 0 u 1

0 0 u 1

u u u 1

1 1 1 1

E 0 u 1

0 0 0 0

u 0 u u

1 0 u 1
Não

0 1

u u

1 0=> 0 u 1

0 1 1 1

u u 1 1

1 0 u 1

<=> 0 u 1

0 1 u 0

u u 1 u

1 0 u 1
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1960-1965

•Lotfi Zadeh inventa a lógica 
fuzzy:
•Fuzzy, nebulosa

•ou cabeluda/peluda 

•Existe uma gradação entre 
falso e verdadeiro
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Nítido x Fuzzy
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Fim dos limites

•Modelos de Fronteiras 
Nítidas
•Normalmente escolhidas de 
forma ad-hoc, mesmo que com 
apoio de estatísticas e 
especialistas

•Modelos de Fronteiras 
Fluídas
• representando melhor a 
incerteza ao criar o conceito
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•Alto, Baixo

•Novo, Velho, Usado, Semi-novos

•Perto, Longe

•Leve, Pesado, Suportável

•Gelado, Frio, Morno, Tépido, Quente

•Crítico, Condicionante, Dispensável

Conceitos Vagos
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•Direito a desconto por ser idoso:
•65 anos = 50% de desconto

•Um dia antes de fazer aniversário
• Desconto 0%

•No dia do aniversário
• Desconto 50%

•Qual a “lógica” disso?

Exemplo Simples Nítido
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•Descontos progressivos com a idade!

Exemplo Simples Fuzzy

0

20

40

60

80

100

0 20 40 60 80 100

Idade

D
e
s
c

o
n

to

Geraldo Xexéo - xexeo@cos.ufrj.br Conjuntos e Lógica Fuzzy 19



/242

Vários Tipos de Incerteza
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•Uma generalização da teoria dos conjuntos, 
•onde elementos pertencem ou não pertencem a conjuntos, 

•para os sistemas do mundo real
•onde, os problemas ,em sua maioria, são compostos de conjuntos de 
contornos não definidos.

Teoria dos Conjuntos Nebulosos

Geraldo Xexéo - xexeo@cos.ufrj.br Conjuntos e Lógica Fuzzy 22



/242

•Elementos pertencem ou não ao conjunto

Conjuntos Tradicionais – Coisas Pontudas
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Teoria Ingênua dos Conjuntos

•Termos não definidos
•Conjunto

•Elemento

•Pertinência

•Conceitos definidos
•União A U B

• { x | x ∈ A ∨ x ∈ B}

• Interseção A ∩ B
• { x | x ∈ A ∧ x ∈ B}
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•Conjuntos Nítidos: elementos pertencem ou não (função 
característica)

Conjuntos Nítidos

 A x
x

x
( ) =









1 para A 

0 para A
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•Um elemento pode pertencer "parcialmente" a um conjunto.

• Chamamos de possibilidade à quantificação da pertinência do 
elemento ao conjunto
•grau de pertinência =  𝜇𝐴(𝑥) ou 𝑚𝐴(𝑥)

Conjuntos Nebulosos
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Conjuntos Nebulosos

•A é um subconjunto Fuzzy de U

• mA é a função de pertinência

•Cada elemento de A têm um grau de 
pertinência

•Permitem criar conjuntos que 
representam conceitos “humanos”

1 2 4

3

P=Próximo de 3

mP(3)=1

mP(2)=0,5

mP(4)=0,5

mP(1)=0,25
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Conjuntos Fuzzy – Coisas Pontudas
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Função Pertinência mantém a Função 
Característica
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Copos Cheios?

Vazio

Cheio

0 1
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A água está quente
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Funções de Pertinência
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Nebulosidade
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•Interseção
• m (A  B) = Min(m(A), m(B))

•União
• m(A  B) = Máx(m(A), m(B))

•Complemento
• m(Ac) = 1- m(A)

Operações Fuzzy

Existem outros 

modelos mais 

complexos
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Interseção
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União
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Modificadores (Hedges)

•Concentração (muito)
• m(muito A) =  m(A)2

•Dilatação (algo)
• m(muito A) =  m(A)1/2

•Qualquer outro
termo que possa ser
agregado ao conceito e que 
possua uma interpretação
•Lembrar que o grau de 
pertinência é entre 0 e 1
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A água não está Quente
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A água está fria
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•Como funções ou gráficos

•Quando finito: 
mA(x1)/x1 + mA(x2)/x2 + ... + mA(xn)/xn

•Se grande, contável, infinito

Notações


=

=
n

i

iiA xx
1

/)(A m =
x

iiA xx /)(A m
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•Altura: é o valor supremo

•Suporte: pertinência maior que zero

•Corte-alfa: pertinência acima de um valor escolhido

Propriedades
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Corte Alfa 
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•A x B é o conjunto de todos os pares ordenados onde o primeiro 
elemento pertence a A e o segundo a B

•A = { 1, 2, 3}

•B = { 1, 2}

•A x B = { (1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2) }

Produto Cartesiano
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Produto Cartesiano
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Produto Cartesiano de Conjuntos Fuzzy
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Cardinalidade




=
Xx

A xA )(m

=
x

A dxxA )(m

Geraldo Xexéo - xexeo@cos.ufrj.br Conjuntos e Lógica Fuzzy 47



/242

•As operações de interseção e união são mapeadas em classes
de funções denominadas de t-norma e t-conorma.

•Usaremos a notação

• I(a(x),b(x)) t-norma

•U(a(x),b(x)) t-conorma

•C(a(x)) complemento genérico.

Operações
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• Os axiomas de 1 a 4 são necessários para caracterização dos 
operadores. Os axiomas 5 a 7 são por vezes desejáveis.
1. Contorno 

2. Monotonicidade 

3. Comutatividade

4. Associatividade

5. Continuidade

6. Sub-Idempotência

7. Monotonicidade
Estrita

Operações t-norma, t-conorma

I(a,1)=a
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• Os axiomas de 1 a 4 são necessários para caracterização dos 
operadores. Os axiomas 5 a 7 são por vezes desejáveis.
1. Contorno 

2. Monotonicidade 

3. Comutatividade

4. Associatividade

5. Continuidade

6. Sub-Idempotência

7. Monotonicidade
Estrita

Operações t-norma, t-conorma

b≤d



I(a,b)≤I(a,d)
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• Os axiomas de 1 a 4 são necessários para caracterização dos 
operadores. Os axiomas 5 a 7 são por vezes desejáveis.
1. Contorno 

2. Monotonicidade

3. Comutatividade

4. Associatividade

5. Continuidade

6. Sub-Idempotência

7. Monotonicidade
Estrita

Operações t-norma, t-conorma

I(a,b)=I(b,a)
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• Os axiomas de 1 a 4 são necessários para caracterização dos 
operadores. Os axiomas 5 a 7 são por vezes desejáveis.
1. Contorno 

2. Monotonicidade 

3. Comutatividade

4. Associatividade

5. Continuidade

6. Sub-Idempotência

7. Monotonicidade
Estrita

Operações t-norma, t-conorma

I(a,I(b,d))

=

I(I(a,b),d)
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• Os axiomas de 1 a 4 são necessários para caracterização dos 
operadores. Os axiomas 5 a 7 são por vezes desejáveis.
1. Contorno 

2. Monotonicidade

3. Comutatividade

4. Associatividade

5. Continuidade

6. Sub-Idempotência

7. Monotonicidade
Estrita

Operações t-norma, t-conorma

Pequenas 

variações 

no argumento 

não causam

grandes variações
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• Os axiomas de 1 a 4 são necessários para caracterização dos 
operadores. Os axiomas 5 a 7 são por vezes desejáveis.
1. Contorno 

2. Monotonicidade

3. Comutatividade

4. Associatividade

5. Continuidade

6. Sub-Idempotência

7. Monotonicidade
Estrita

Operações t-norma, t-conorma

I(a,a)≤a
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• Os axiomas de 1 a 4 são necessários para caracterização dos 
operadores. Os axiomas 5 a 7 são por vezes desejáveis.
1. Contorno 

2. Monotonicidade 

3. Comutatividade

4. Associatividade

5. Continuidade

6. Sub-Idempotência

7. Monotonicidade
Estrita

Operações t-norma, t-conorma

a1<a2 E b1<b2


I(a1,b1) < I(a2,b2)
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Pares t-norma e t-conorma (1/2)

• Padrão:

I(A(x),B(x)) = mín(mA(x), mB(x))

U(A(x),B(x)) = máx(mA(x), mB(x))

C(A(x)) = 1- mA(x)

• Produto e Soma Algébrica

I(A(x),B(x)) = mA(x)mB(x)

U(A(x),B(x)) = mA(x)+mB(x) - mA(x)mB(x)

• Diferença e Soma Limitada

I(A(x),B(x)) = máx(0, mA(x) + mB(x) - 1)

U(A(x),B(x)) = mín(1, mA(x) + mB(x))

• Interseção e União Robusta:

I(A(x),B(x)) = 

m m

m m

A B

B A

x x

x x

( ) ( )

( ) ( )

,

   quando  

   quando  

   de outro modo

=

=









1

1

0

U(A(x),B(x)) = 

m m

m m

A B

B A

x x

x x

( ) ( )

( ) ( )

,

   quando  

   quando  

   de outro modo

=

=









0

0

1
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• Padrão:  

I(A(x),B(x)) = mín(mA(x), mB(x))  

U(A(x),B(x)) = máx(mA(x), mB(x)) 

C(A(x)) = 1- mA(x) 

• Produto e Soma Algébrica 

I(A(x),B(x)) = mA(x)mB(x)  

U(A(x),B(x)) = mA(x)+mB(x) - mA(x)mB(x)  

• Diferença e Soma Limitada 

I(A(x),B(x)) = máx(0, mA(x) + mB(x) - 1)  

U(A(x),B(x)) = mín(1, mA(x) + mB(x)) 

• Interseção e União Robusta: 

I(A(x),B(x)) = 

m m

m m

A B

B A

x x

x x

( ) ( )

( ) ( )

,

   quando  

   quando  

   de outro modo

=

=









1

1

0

 

U(A(x),B(x)) = 

m m

m m

A B

B A

x x

x x

( ) ( )

( ) ( )

,

   quando  

   quando  

   de outro modo

=

=









0

0

1

 

Pares t-norma e t-conorma (2/2)
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•Uma relação entre conjuntos nítidos é um subconjunto do 
produto cartesiano desses conjuntos.
•A={1,2}

•B={a,b,c}

•AB={(1,a),(1,b),(1,c),(2,a),(2,b),(2,c)}

•A R B  = {(1,a),(1,b),(2,c)}

•Existe uma função característica para a relação, já que ela é um 
conjunto

Relações
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Produto Cartesiano Nítido (único)
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1
2

a
b
c

𝐴 = 1,2
𝐵 = 𝑎, 𝑏, 𝑐

𝐴 × 𝐵 = { 1, 𝑎 , 1, 𝑏 , 1, 𝑐 , 2, 𝑎 , 2, 𝑏 , 2, 𝑐 }

•Todos os pares onde o 
primeiro elemento é do 
primeiro conjunto e o 
segundo elemento é do 
segundo conjunto
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Relação Nítida (um exemplo)
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1
2

a
b
c

𝐴 = 1,2
𝐵 = 𝑎, 𝑏, 𝑐

𝑅: 𝐴 → 𝐵 = { 1, 𝑎 , 1, 𝑏 , 2, 𝑐 }

•Uma relação é um 
subconjunto qualquer do 
produto cartesiano
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Função Nítida (um exemplo)

•Em uma função, um 
elemento do domínio só pode 
ser mapeado em um único 
elemento da imagem
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a
b
c

𝐴 = 1,2
𝐵 = 𝑎, 𝑏, 𝑐

𝐹: 𝐴 → 𝐵 = { 1, 𝑎 , 2, 𝑐 }
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Produto Cartesiano Fuzzy (um exemplo)

•O grau de pertinência pode 
variar
•E até ser 0 (zero)
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Relação Fuzzy (um exemplo)
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Função Fuzzy (um exemplo)

•Algumas interpretações de 
funções fuzzy permitem que 
um elemento do domínio seja 
mapeado em mais de um 
elemento da imagem!
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•Dada uma fórmula f(x) e um conjunto fuzzy μA(x), como calcular 
a função de pertinência de f(A)?

•fα(A) =f(A(α)).

O Problema da Extensão
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•Os sistemas e modelos matemáticos estão baseados em relações que 
mapeam um conjunto de variáveis de um universo em outro.   

• f: X → Y, onde,

X e Y representam dois universos quaisquer. 

• Seja x  X e y = f(x) , y  Y. A função característica que descreve a 
relação R (nítida) é

Princípio da Extensão

( )






=
=

)(  ,0

)(  ,1
,

xfy

xfy
yxR
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•Devemos agora considerar que tenhamos subconjuntos de X 
que serão mapeados em subconjuntos de Y, dessa forma:

f: P(X) → P(Y),

onde P() representa o conjunto potência. Um subconjunto 
nebuloso A  X é mapeado num subconjunto B  Y da forma: 

B = f(A) = {y |  x  A, y = f(x)}.

Princípio da Extensão
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Em termos mais gerais, devemos supor que mais de um elemento de Y

seja mapeado a partir de um mesmo elemento de X, dessa forma, a 

função característica de B seria,

B(y) = y = f(x) A(x)

onde y = f(x) representa o valor máximo para todos os valores de x que 

levem a y. A função característica em conjuntos precisos apenas indica 

se um valor pertence ou não a um conjunto. 

Princípio da Extensão
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Zadeh(1975) elaborou uma extensão para B(y) de forma a lidar com valores 

intermediários de pertinência:

mB(y) = y = f(x) mA(x) = máx y = f(x) mA(x) onde,

x  A e y  B são agora elementos de conjuntos nebulosos e a função f: F(X) → F(Y), 

de conjuntos nebulosos de X em conjuntos nebulosos de Y. 

Supondo ainda que a função f possa ser aplicada sobre um conjunto de n universos  

x1,x2,…xn, tal que 

f: F(x1,x2,…xn) → F(Y), onde y = f(x1,x2,…xn)

Princípio da Extensão
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• A função de pertinência mB(y) de B = f(A1,A2,…An) será dada por:

mB(y) = maxy = f(x1,x2,…xn) { min [mA1,mA2,…mAn] }

• O grau de pertinência de um valor do conjunto resposta ao conjunto resultado é o 

grau de pertinência máximo entre todas as aplicações da função que chegam aquele 

resultado

• O grau de pertinência de valor de uma aplicação da função é o grau de pertinência 

mínimo dos argumentos da função

Princípio da Extensão
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Exemplo

•Conjuntos fuzzy finitos para 
facilitar o exemplo

•𝐴 = 3

•𝐵 = 2

•𝐴 + 𝐵 = 5

•Como é um “+” Fuzzy?

•Pelo princípio da extensão
sabemos que existe

• ሚ𝐴 é um 𝐴 fuzzy

• ෨𝐵 é um 𝐵 fuzzy
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Exemplo – Números A e B 

A m(A) B m(B) A+B m(A+B)

1 1

1 2

1 3

2 1

2 2

2 3

3 1

3 2

3 3

4 1

4 2

4 3
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Exemplo – Graus de Pertinência para ሚ𝐴 e ෨𝐵

A m(A) B m(B) A+B m(A+B)

1 .1 1 .3

1 .1 2 1

1 .1 3 .5

2 .2 1 .3

2 .2 2 1

2 .2 3 .5

3 1 1 .3

3 1 2 1

3 1 3 .5

4 .1 1 .3

4 .1 2 1

4 .1 3 .5
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Exemplo – Soma dos Números

A m(A) B m(B) A+B m(A+B)

1 .1 1 .3 2

1 .1 2 1 3

1 .1 3 .5 4

2 .2 1 .3 3

2 .2 2 1 4

2 .2 3 .5 5

3 1 1 .3 4

3 1 2 1 5

3 1 3 .5 6

4 .1 1 .3 5

4 .1 2 1 6

4 .1 3 .5 7
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Exemplo – Grau de Pertinência das Somas 
Usam o Mínimo

A m(A) B m(B) A+B m(A+B)

1 .1 1 .3 2 .1

1 .1 2 1 3 .1

1 .1 3 .5 4 .1

2 .2 1 .3 3 .2

2 .2 2 1 4 .2

2 .2 3 .5 5 .2

3 1 1 .3 4 .3

3 1 2 1 5 1

3 1 3 .5 6 .5

4 .1 1 .3 5 .1

4 .1 2 1 6 .1

4 .1 3 .5 7 .1
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Exemplo – Múltiplos Graus de Pertinência para 
cada Resultado Possível

A m(A) B m(B) A+B m(A+B)

1 .1 1 .3 2 .1

1 .1 2 1 3 .1

1 .1 3 .5 4 .1

2 .2 1 .3 3 .2

2 .2 2 1 4 .2

2 .2 3 .5 5 .2

3 1 1 .3 4 .3

3 1 2 1 5 1

3 1 3 .5 6 .5

4 .1 1 .3 5 .1

4 .1 2 1 6 .1

4 .1 3 .5 7 .1
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Exemplo – Escolhemos o Máximo para o Grau 
de Pertinência de Cada Resultado

A m(A) B m(B) A+B m(A+B)

1 .1 1 .3 2 .1

1 .1 2 1 3 .1

1 .1 3 .5 4 .1

2 .2 1 .3 3 .2

2 .2 2 1 4 .2

2 .2 3 .5 5 .2

3 1 1 .3 4 .3

3 1 2 1 5 1

3 1 3 .5 6 .5

4 .1 1 .3 5 .1

4 .1 2 1 6 .1

4 .1 3 .5 7 .1
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Exemplo – Resultado Final

A m(A) B m(B) A+B m(A+B)

1 .1 1 .3 2 .1

1 .1 2 1 3 .1

1 .1 3 .5 4 .1

2 .2 1 .3 3 .2

2 .2 2 1 4 .2

2 .2 3 .5 5 .2

3 1 1 .3 4 .3

3 1 2 1 5 1

3 1 3 .5 6 .5

4 .1 1 .3 5 .1

4 .1 2 1 6 .1

4 .1 3 .5 7 .1
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Atenção

•O princípio da extensão é uma prova construtiva que garante 
que há uma função fuzzy para cada função nítida, mas ele não 
define uma única função fuzzy ou exige que ela seja usada

•O designer do sistema pode projetar outra função fuzzy que 
atenda as suas necessidades e mantenha as propriedades da 
função original
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•Quando estamos falando sobre números no mundo real, muitas 
vezes não sabemos com precisão o valor desse número
•O carro custa cerca de R$15000,00.

•A casa é daqui a uns 100m.

•Compre uns 2 quilos de carne

Números Fuzzy
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•Que valores são aceitáveis quando utilizamos esses termos?
•Carro: entre 14000 e 16000? Entre 14900 e 15500?

•Distância: entre 50 e 150 m?

•Carne: entre 1,9 e 2,1 quilos?

Valores Aceitáveis
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•Estamos então trabalhando com números que podem ser 
descritos de uma forma “Fuzzy”

•Não são distribuições de probabilidade!
•Apesar de podermos também modelar alguns casos dessa forma

• quantos quilos temos aqui? 

Números Fuzzy

Geraldo Xexéo - xexeo@cos.ufrj.br Conjuntos e Lógica Fuzzy 84



/242

•São conjuntos Fuzzy, representando, de alguma forma que 
interesse a solução de um problema, uma incerteza em um 
valor numérico

Números Fuzzy
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•Normal (altura = 1)

•Todo corte alfa precisa ser um intervalo fechado

•O suporte precisa ser limitado

Número Nebuloso
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Número Fuzzy
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Número Fuzzy
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•Regra Simples (forma mais simples de fazer) para números 
triangulares
• faça a operação normal com os valores do ápice (que são os valores 
nítidos)

•some o tamanho das duas bases

•divida por dois

•crie o triângulo estendendo o número Fuzzy para cada lado pelo último 
valor

Operação Fuzzy

Não segue o princípio da extensão
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•Também pode ser baseada na aritmética intervalar

•Seja um número Fuzzy triangular na forma
• (e,c,d)

•Onde
•e é o valor mais à esquerda

•c é o valor central

•d é o valor mais à direita 

Aritmética Fuzzy
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•Soma intervalar
• (e1,c1,d1) + (e2,c2,d2) = (e1+e2,c1+c2,d1+d2) 

• (1,2,3) + (2,3,4) = (3,5,7)

•Pseudo inverso aditivo intervalar
• -(e1,c1,d1) = (-d1,-c1,-e1)

• -(2,3,4)=(-4,-3,-2)

•Subtração intervalar
• (e1,c1,d1) - (e2,c2,d2) = (e1,c1,d1) + (- (e2,c2,d2)) =

• (e1-d2,c1-c2,d1-e2)

• (1,2,3) - (2,3,4) = (-3,-1,1)

Operações Intervalares
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•Produto Intervalar
• (e1,c1,d1) × (e2,c2,d2) = 
• (min(e1×e2, e1×d2, d1×e2, d1×d2),c1xc2, max(e1×e2, e1×d2, d1×e2, 
d1×d2) )

• (1,2,3) × (2,3,4) = (2,6,12)

•Pseudo Inverso Multiplicativo Intervalar
• (e1,c1,d1)-1 = (d1-1,c1-1,e1-1)
• (2,3,4)-1=(0.25,0.33,0.5)

•Divisão Intervalar
• (e1,c1,d1) ÷ (e2,c2,d2) = (e1,c1,d1) × (e2,c2,d2)-1 = 
• (min(e1 ÷ e2, e1 ÷ d2, d1 ÷ e2, d1 ÷ d2),c1 ÷ c2, max(e1 ÷ e2, e1 ÷ d2, d1 ÷
e2, d1 ÷ d2) )

• (1,2,3) ÷ (2,3,4) = (0.25,0.66,1.5)

Operações Intervalares

Geraldo Xexéo - xexeo@cos.ufrj.br Conjuntos e Lógica Fuzzy 92



/242

Exemplos

Geraldo Xexéo - xexeo@cos.ufrj.br Conjuntos e Lógica Fuzzy 93



/242

•Igual para soma e subtração

•Mais correto para Multiplicação e Divisão

Algoritmo DSW
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•Quão Fuzzy é um conjunto Fuzzy?

•Pense em um modelo geométrico

Entropia
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•Os vértices são não-Fuzzy, logo tem entropia zero

•O centro tem entropia máxima

•A função de entropia deve variar 

•E(A)= (menor distância a um vértice)/)maior distância a um 
vértice)

Entropia
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Entropia
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•Lógica é a ciência dos princípios formais normativos do 
raciocínio (Webster) 

•A Lógica Fuzzy se preocupa com os princípios do raciocínio 
aproximado, com o caso preciso visto como um caso limite

•Lógica Fuzzy objetiva modelar modos de raciocínio imprecisos, 
que têm um papel importante na forma humana de pensar

Lógica e Lógica Fuzzy
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•Apesar de poder ser vista como uma extensão da lógica multi-
valorada, seus usos e objetivos são diferentes

•O rigor matemático não tem um papel tão importante como nos 
sistemas lógicos clássicos

•Tudo é uma questão de grau

Considerações Iniciais
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•Clássico
•Falso x verdadeiro

•ou intervalo (lógicas multivaloradas), finito ou infinito (conjuntos de 
números)

•Fuzzy
•Subconjuntos Fuzzy do intervalo! (conjuntos Fuzzy de números, cada 
número pertence com um grau a esse subconjunto)

Fuzzy x Clássico
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Operadores

 F V

F F F
V F V

 F V

F F V
V V V

 F V

F V V
V F V

 F V

F V F
V F V



F V
V F
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Modus Ponens

P  Q

P

–––––––

Q
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P  Q

Q

–––––––

 P

Modus Tollens
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•Conjunção (E)
• m (A E B) = Mín(m(A), m(B))

•Disjunção (OU)
• m(A OU B) = Máx(m(A), m(B))

•Negação (NÃO)
• m(NÃO A) = 1- m(A)

Operações Fuzzy

Existem outros modelos mais complexos
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P  Q

P

–––––––

? (Q)

Modus Ponens Generalizado

~

~
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•É uma relação

•Podemos entender de várias formas
• (P  Q)  (P  Q)

• (P  Q)  (P  (PQ))

•Cada forma implica na escolha de uma função

P  Q
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A  B
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Implicação Kleene-Dies 
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•São regras baseadas em proposições Fuzzy
•SE X É ALTO ENTÃO Y É BAIXO

• onde ALTO e BAIXO são descritos por funções de pertinência

•Variáveis e termos linguísticos

Regras Fuzzy
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•Um conceito que pode assumir um conjunto de valores. 

•Exemplo: tamanho de código.

Variáveis linguísticas
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• Valores linguísticos (palavras) que representam um conjunto 
nebuloso definido sobre a variável linguística. Exemplo: 
tamanho pode ser mínimo, pequeno,médio e grande. São, na
verdade, funções da medida no intervalo [0,1].

Termos linguísticos
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Regra 1:

Se a temperatura está fria, o motor pára.

Regra 2:

Se a temperatura está fresca, a velocidade do motor diminui.

Regra 3:

Se a temperatura está normal, a velocidade do motor é média.

Regra 4:

Se a temperatura está morna, a velocidade do motor é rápida.

Regra 5:

Se a temperatura está quente, a velocidade do motor é máxima

Exemplo de regras
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Controle Fuzzy
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Um SCF é um Conjunto de Aproximações
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Linguístico

Técnico

(Números)

Nível

Variáveis Calculadas

Variáveis de Entrada

(Variáveis Numéricas)

(Variáveis Linguísticas)

Inferência
Variáveis de Saída

Defuzzificação

Sistema Controlado

Fuzzificação

(Variáveis Linguísticas)

Variáveis de Comando
(Variáveis Numéricas)

Nível

Ciclo Fuzzy

Regras Fuzzy

(Linguísticas)
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•Transformação do valor de entrada nos valores 
correspondentes em cada conjunto Fuzzy (termo linguístico)

•Uma forma básica: usar a função de pertinência

Fuzzificação 
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Fuzzificação

1
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10 20 30 40 50 60 70 80 90

0

Quente

m (Temperatura)
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•Estabelecimento das regras
•Teoricamente, deveria usar uma das regras de inferência na lógica

•Na prática, a inferência de Mamdani (min) é a mais usada 

•mas “min” vale quando os casos do antecedente são verdade!

Inferência
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•Transformação do resultado final em um valor único, nítido

•Várias formas, com diferentes métodos e aplicações
•Valor que gera o grau de pertinência máximo

•Centróide do máximo

•Centróide das funções

Defuzzificação
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Sistema de Regras
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•Identificar Entradas
• identificar faixa de valores (variáveis)
• identificar termos
•definir curva dos termos

•Identificar Saídas
• identificar faixa de valores
• identificar termos
•definir curvas dos termos

•Construir Base de Regras
•Projetar (Matriz) e Codificar
•Transformá-las em Fuzzy

Passos para Controle Fuzzy

Geraldo Xexéo - xexeo@cos.ufrj.br Conjuntos e Lógica Fuzzy 128



/242

Matlab fuzzyLogicDesigner
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•Controle de Freio de Bicicleta
•Entrada 1: velocidade

•Entrada 2: distância de obstáculo

•Saída 1: Pressão no Freio 

Controle de Frenagem
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Entradas e Saídas
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Variáveis e Termos - Entrada
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Variáveis e Termos - Saída
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•Se distância pequena e velocidade alto então freio forte

•Se distância grande e velocidade grande então freio fraco

• etc…

•Todas as regras podem ser vistas de uma vez só em um gráfico 
ou em uma tabela

Regras
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Tabela das Regras
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Regras no Matlab
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Regras no Matlab - Interface
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•Identifica entradas
•7 mph: Slow e Pretty Fast, 25 pés: Near e Real Close

•4 saídas

•Para cada regra, calcula a conjunção
• Slow(.7) e Near(.5) = .5

•Calcula a saída final
• OU

• CENTRÓIDE

• Corta cada função de saída no limite

• Calcula o centróide

• Calcula a média ponderada dos centróides

Solução
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Vendo a Solução - Dinâmica
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Atenção!

•A interseção entre as curvas das funções de pertinência implica 
em que várias regras estarão ativas ao mesmo tempo
• Isso é o fuzzy!
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Vendo a Solução - Completa
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•A solução é na verdade uma função não linear?
•Teoricamente, pode ser qualquer função. 

•O processo é simplificado, mas o resultado é o mesmo de 
sempre?
•É uma função. O processo simplifica a busca pela função

•Não é aleatório!

Solução
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Mais de 2 Entradas?

•Dependendo da ferramenta...
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•Determinar se a escolha de um sistema fuzzy é mais correta
• regras heurísticas ou formas aproximadas

• modelo matemático complexo

•Identificar as entradas e saídas do sistemas, com os seus 
intervalos de valores

•Definir as funções de pertinência para cada parâmetro de 
entrada ou de saída

Desenvolvimento de Sistemas Fuzzy
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•Construir uma base de regras
• quantas são necessárias

• quando parar de adicionar

•Verificação do conjunto de saídas na base de regras; validação 
da correspondência entre a saída e a entrada de acordo com a 
base de regras;

Desenvolvimento de Sistemas Fuzzy
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•Aplicado basicamente a sistemas de controle

•Baseia-se nas resposta de um indivíduo a respeito de um 
determinado sistema que o tenha controlado por um longo 
período de tempo.

•Se a pressão está muito baixa,

•eu aumento o fluxo de combustível 

•Tipos: Automação de funções de controle,

• Construção de sistema consultor,

• Desenvolvimento de sistema de monitoração 

Desenvolvimento baseado em Especialistas 
Humanos
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•Aplicado a sistemas de controle, com enfoque no tempo

•Duas fases:
•geração de sistema de controle inicial (aproximação)

• refinamento do sistema inicial (produto final)

•Requisitos básicos: modelo matemático do sistema ou um 
modelo de dados

•Utiliza ferramentas gráficas para apoio na determinação dos 
pontos críticos de entrada 

Desenvolvimento baseado em Tentativa-e-erro
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•Estabilidade

•Capacidade de aprendizado

•Dificuldade em determinar ou sintonizar funções de pertinência 
com regras Fuzzy

•Má concepção do termo Fuzzy como impreciso ou imperfeito

•Testes extensivos para verificação e validação

Problemas e Limitações
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Gorgeta em FCL (1/5) – Entrada e Saída
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Gorgeta em FCL (2/5) - Serviço
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Gorgeta em FCL (3/5) - Comida
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Gorgeta em FCL (4/5) – Cálculo da Saída 
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Gorgeta em FCL (5/5) – Regras
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Programando um chip M68HC12
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•Duas são as formas de construir sistemas Fuzzy baseados em 
regras
•a partir do conhecimento especialista

•a partir de um conjunto de dados de exemplo

•Tanto para a função de pertinência quanto para as regras

Como construir o sistema
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•Representam uma interpretação subjetiva de um valor

•Para cada valor de entrada ou saída do sistema (Variável 
Linguística) determinamos um conjunto de termos que dão uma 
noção de valor para essa entrada (Termo Linguístico)

Det. Funções de Pertinência
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Funções de Pertinência

Domínio Mensurável

m
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•Intuição

•Método Horizontal

•Método Vertical

•Comparação par a par

•Inferência

•Métodos automáticos (…)

Métodos
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•O projetista escolhe as funções

•É importante o contexto
•Temperatura

• Água para comida

• De uma fornalha

• Do ar em uma sala

Intuição
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•Baseado em entrevistas com especialistas

•Para um conjunto de valores os especialistas devem dizer se 
eles são ou não compatíveis com um termo

•O valor estimado é a razão entre o número de respostas sim e o 
número de perguntas

Método Horizontal
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Método Horizontal
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•Cada conjunto é levantado por meio de cortes-alfa
•o conjunto nítido que contém todos os elementos cujo grau de 
pertinência é maior que um valor alfa

Método Vertical
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•A pergunta é 
•Que elementos são x % compatíveis (ou mais) que o conceito dado?

•Para um especialista

•Para vários, necessita de uma operação de “média”

Método Vertical
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•Pergunte a um pesquisador qual a idade máxima e mínima 
compatível x% com o conceito de adolescente

Adolescentes?
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•É construída uma matriz comparando par a par em níveis de 
preferência

•Essa matriz não precisa ser “simétrica”

•A partir de operações algébricas nessa matriz, desenvolve-se a 
função de pertinência

•Número finito de elementos

Comparação par a par
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•Baseado em conhecimento prévio construímos funções de 
pertinência

•Exemplo (Triângulos)
• I : Isósceles aproximados

•R : Retos aproximados

•E : Equiláteros aproximados

•O : outros

• IR : Isósceles e retos

Inferência
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•A  B  C, A+B+C=180º

•I: mI(A,B,C)=1-min(A-B,B-C)/60º

•R: mR(A,B,C)=1-|A-90º|/90º

•IR : I  R = min(mI(A,B,C),mR(A,B,C)) 

•E : 1-|A-C|/180

•O = ¬(I  R  E) = 1-max(…)

Triângulos
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•Redes neurais

•Algoritmos genéticos

•Semelhantes ao métodos de aprendizado de regras

Métodos automáticos (…)
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•Novamente, podemos usar especialistas ou dados de exemplo

•A busca de conhecimento especialista é conhecida como 
“Engenharia do Conhecimento” e pode ser um trabalho de muito 
simples até muito complicado

Determinando Regras
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•Quando temos um conjunto de dados, podemos usar esse 
conjunto para aprender as regras

•É uma tarefa de “aprendizado de máquina”

•É uma tarefa semelhante a dos estatísticos

Determinando Regras
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•Um conjunto de dados
•uma tabela

•Temos que separar entre dados de entrada e dados de saída

•“Aprendemos” em função de uma saída de cada vez
•questões ligadas a realimentação 

O que temos
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•Reducionistas
•baseado na idéia de análise de cada caso separadamente como uma 
evidência

• Wang e Mendel

•Holísticos
•baseado na idéia de todos os casos serem usados de uma só vez 
como evidência

• Algoritmos Genéticos

Tipos de métodos
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•Supomos que 

•Não há um modelo matemático
•Model-free design problem

•Há um humano que controla o sistema com sucesso
•Temos a experiência

•Temos exemplos de entrada-saída gravados do controle realizado pelo 
humano

Que informação está disponível?
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•Experiência e Conhecimento normalmente são representados 
na forma de regras SE-ENTÃO

Representamos experiência
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•Ao expressar seu conhecimento, humanos perdem alguma 
informação

•Os pares de entrada e saída normalmente não cobrem todas as 
possíveis situações

Situação Normal
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•Variáveis de entrada x1 e x2

•Variável de saída y

•Pontos no formato (x1,x2,y)

•Ponto 
•Pi= (x1

i,x2
i,yi)

Dados disponíveis
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O método tem 5 passos

•Dividir os espaços de entrada e saída em regiões fuzzy

•Gerar as regras fuzzy a partir dos dados

•Dar um grau para cada regra gerada, para resolver conflitos de 
regras

•Criar uma base de regra combinadas entre regras geradas e 
regras fornecidas por humanos

•Determinar o mapeamento entre entrada e saída
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Os Termos Linguísticos são Arbitrários
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Dividir os espaços de entrada e saída em 
regiões fuzzy

•Divida o intervalo de domínio 
em 2N+1 regiões
•N pode ser diferente para cada 
variável

•O intervalo central é nomeado 
CE

•Os intervalos menores que CE 
são nomeados SK (1≤K ≤ N)

•Os intervalos maiores que são 
nomeados BK (1 ≤ K ≤ N)

•O algoritmo original propunha 
formas triangulares
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Gerando regras a partir dos dados numéricos

•Dado um ponto 
Pi= (x1

i,x2
i,yi)

•Determine o grau de 
pertinência de cada valor

• P1= (x1
1,x2

1,y1)

•μB1(x1
1)=0.8

•μB2(x1
1)=0.2
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Escolha a região de maior valor

•P1= (x1
1,x2

1,y1)
•μB1(x1

1)=0.8

•μB2(x1
1)=0.2

•0.0 nas outras

•μB1(x1
1)=0.8
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Escolha a região de maior valor

•P1= (x1
1,x2

1,y1)
•μS2(x2

1)=0.4

•μS1(x2
1)=0.7

•0.0 nas outras

•μS1(x2
1)=0.7
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Escolha a região de maior valor

•P1= (x1
1,x2

1,y1)
•μCE(y1)=0.9

•μB1(y
1)=0.2

•0.0 nas outras

•μCE(y1)=0.9
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Cada ponto define uma regra
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As regras montam uma matriz

•B1  S1  CE

•B1  CE  B1

S2 S1 CE B1 B2

B3

B2

B1 CE B1

CE

S1

S2

S3
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É possível que haja conflitos

•Duas regras com o mesmo 
antecedente

•Geram um consequente 
diferente

X1 X2 Y

B1 S1 CE

B1 CE B1

B1 S2 CE

B3 S2 CE

B1 S1 B1

B2 S2 S1

B3 CE S1
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Precisamos dar um peso para as regras

•O peso das regras é o 
produto dos graus de 
pertinência de cada membro 
da regra
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E se soubermos a importância do exemplo?

•Podemos associar a cada tupla um grau de pertinência mi

•Multiplicamos esse valor pelo valor anterior
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•Escolha a regra com maior peso para preencher a casa da 
matriz

•Por isso digo que essa abordagem é reducionista, já que ela considera 
apenas um valor como melhor exemplo e não vê a influência de todos 
os valores ou o resultado esperado

•Ela só olha o comportamento do controlador e não do controlado
• O fator m pode ser usado para indicar o comportamento do controlado

•Em compensação, em um passo pelos dados se gera o modelo 
(matriz) 

Preenchendo a “matriz”
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•Em casos reais podemos ter:
•Exemplos com diferentes confiabilidades

•Exemplos gerados por pessoas com diferentes experiências

•Exemplos com diferentes resultados (qualidade do resultado)

Importância do Exemplo?
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Criar uma base de regra combinada 
(dados+humanos)

•Dar pesos as regras citadas 
por humanos

•Aplicar o mesmo 
procedimento de escolha
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Determinar o mapeamento entre entrada e 
saída

•Para cada para (x1,x2), o 
grau de pertinência do 
consequente é o produto

•A defuzificação é feita com o 
centróide
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•Cria as funções de pertinência em função dos valores 
disponíveis

•Para cada regra criamos uma regra que a representa

•Para cada regra calculamos um índice de qualidade

•Quando duas ou mais regras tem o mesmo antecedente mas 
consequentes diferentes, escolhemos a com maior índice

Wang e Mendel
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Fuzzy C-Means

•Algoritmo de agrupamento (Dunn, 1973)

•Minimiza uma função objetivo

•Seguindo uma regra iterativa
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Fuzzy C-means – Exemplo 
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Resultado
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Bancos de Dados Relacionais - Nítidos



/242

SQL
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•Podemos ter dois tipos
•dados nítidos, consultas Fuzzy

•dados Fuzzy

•Vejamos um exemplo de uso de bancos de dados com 
consultas Fuzzy e capacidade de utilizar regras Fuzzy

Bancos de Dados Fuzzy
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•Banco de Dados Fuzzy

•Avaliação de Qualidade de Software Fuzzy
•Com produto em uso no mercado

•Confiabilidade de END de Ultra Som

•Alocação de Recursos Humanos

Projeto na Coppe/Sistemas
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•Tese de Mestrado de André Braga

•Ferramentas de Manipulação Nebulosa de Dados com 
Aplicação em Sistemas de Informação Geográfica 

•Maio/1998

Bando de Dados Fuzzy
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CLOUDS (Braga, 1998)
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Arquitetura de CLOUDS
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•Banco de dados geo-referenciado contendo dados sobre 
malária

•Software “nítido” com extensão nebulosa: SIGEPI 
(Coppe/Biomédica)

•Tese de mestrado de André Braga (Coppe/Sistemas)

Uma aplicação
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Posto de Saúde

Dados por

Localidade

EP302

Busca

Passiva

Centralização

dos dados

Casa

EP305

Busca Ativa

Cidade
Busca Ativa

Casa
Busca Ativa

Fazenda
Busca Ativa

EP311

Análise do Dados

Providências de

Controle

Diagrama Conceitual
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Distritos

Data
Localidades

Municipios

EP-311

LocalidadesLocalidades
EP-302 /

EP-305

Data
Localidades

Municipios

EP-311

LocalidadesLocalidades
EP-302 /

EP-305

Data
Localidades

Municipio 3

EP-311

LocalidadesLocalidades
EP-302 /

EP-305
Localidades

Municipio n

EP-311

LocalidadesLocalidades
EP-302 /

EP-305

. . .
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• LAMEXA - Número de indivíduos examinados. A sigla refere-se a número de 
lâminas examinadas.

• LAMPOSF - Número de indivíduos que acusaram somente o Plasmodium 
falciparum no sangue.  

• LAMPOSV - Número de indivíduos que acusaram somente o Plasmodium 
vivax no sangue.  

• LAMPOSM - Número de indivíduos que acusaram somente o Plasmodium 
malariae no sangue.  

• LAMPOSFV - Número de indivíduos que acusaram o Plasmodium 
falciparum e Plasmodium vivax no sangue.  

• LAMPOSTOT - Número total de indivíduos que acusaram o Plasmodium no 
sangue.  

• CASEXI - Número de casas existentes na área de pesquisa.
• CASVIS - Número de casas visitadas na área de controle

Colunas da Tabela
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•VISITAS - Variável criada pelo sistema para controle do 
aumento ou diminuição de visitas nas diversas áreas.

•RETORNO - Variável criada para indicar a possibilidade de 
retorno da doença devido a ação do Plasmodium vivax.

Variáveis Criadas
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•Create Table Tocantins FROM tab1 SIG;

•Create Table Mapa    AS mapa.dat SIG;

•Create Table Visitas    AS Visitas.dat ARQTEXT;

•Create Table Epidemica AS epidem.dat ARQTEXT;

•Create Table Relatorio11   AS Relat11.dat  ARQTEXT;

Comandos
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•Variáveis Lingüísticas
•Descrevem algo que podemos avaliar (medir) no mundo real

• idade

•Termos Lingüisticos
•avaliam (ou medem) uma variável linguística

• velho, novo

Variáveis Lingüísticas
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•Modificadores
•alteram a intensidade de um termo linguístico

• muito, pouco, algo

Variáveis Linguísticas
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•Create LingVar Integer LaminasExaminadas OVER Tocantins AS 

LAMEXA;

•Create LingVar Integer LamPosFalciparum OVER Tocantins AS 

LAMPOSF;

•Create LingVar Integer LamPosVivax      OVER Tocantins AS 

LAMPOSV;

Criando Var. Lingüísticas
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•Create LingVar Real PerFalciparum  OVER Tocantins
FROM LAMPOSF/LAMEXA;

•Create LingVar Real PerVivax          OVER Tocantins
FROM LAMPOSV/LAMEXA;

•Create LingVar Real PerMalariae          OVER Tocantins
FROM LAMPOSM/LAMEXA;

Criando Var. Lingüísticas
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•Create SOLVAR Real Visitas DOMAIN 0,1 OVER

Tocantins AS VISITAS;

•Create SOLVAR Real Retorno DOMAIN 0,1 OVER

Tocantins AS VISITAS;

Criando Variáveis Solução
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•Create LingTerm Baixo AS TRIANGLE(0.0, 0.0, 1.0);

•Create LingTerm Médio AS TRIANGLE(0.0, 0.5, 1.0);

•Create LingTerm Alto AS TRIANGLE(0.0, 1.0, 1.0);

Os Termos Linguísticos
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Alto/Médio/Baixo

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Alto

Médio

Baixo
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•Create LingTerm Permanecer   AS TRIANGLE(0.0, 0.0, 
1.0);

•Create LingTerm Aumentar      AS TRIANGLE(0.0, 1.0, 
1.0);

•Create LingTerm Improvável   AS TRIANGLE(0.0, 0.0, 
1.0);

•Create LingTerm Provável       AS TRIANGLE(0.0, 1.0, 
1.0);

T.L. para Conclusões
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•Create hedge Muito AS concentrator 3.0;

•USE hedge Muito IN Baixo;

•USE hedge Muito IN Medio;

•USe hedge Muito IN Alto;

Criando Modificadores
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• USe Lingterm Baixo In LaminasExaminadas;

• USe Lingterm Medio In LaminasExaminadas ;

• USe Lingterm Alto In LaminasExaminadas ;

• USe Lingterm Baixo In LamPosFalciparum ;

• USe Lingterm Medio In LamPosFalciparum ;

• USe Lingterm Alto In LamPosFalciparum ;

• ...

Usando T.L. em V.L. 
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•IF PerVisitadas IS Baixo THEN Visitas IS Aumentar;

•IF PerPositivasTotal IS Baixo THEN Visitas IS

Permanecer;

Criando Regras
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•IF PerVivax IS Alto THEN Retorno IS Provável;

•IF PerVivax IS Baixo THEN Retorno IS Improvável;

Mais Regras
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•SELECT CasasExistentes, PerVisitadas,Visitas FROM 
Tocantins TO Mapa WHERE ((Visitas IS 

Aumentar)AND        ((CasasExistentes IS Medio)OR 
CasasExistentes IS Alto))) WITH 0.3;

Fazendo Consultas
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Exemplo em SWI-Prolog
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Prolog – Fuzzy Simples

•Associar a todo fato um grau de verdade

•Em todo regra, calcular um novo grau de verdade, a partir do 
grau de verdade obtidos

•Colocar limites nos graus de verdade, para evitar buscar regras 
pouco possíveis
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Flopper
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Fuzzy Clips (1/2)
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Fuzzy Clips (2/2)
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•Problemas mal definidos

•Soluções baseadas em regras definidas por humano

•Tratamento de subjetividade

•Tratamento de qualquer forma de incerteza

Usos de Fuzzy
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•Abordagem gradativa na solução

•Mix matemática objetividade com regras e subjetividade

•Mix quantitativo com qualitativo

•Rigor matemático para temas normalmente tratados sem rigor
•Similaridade

Vantagens de Fuzzy
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Bibliografia

•Xexéo, G. (2022) Conjuntos e Lógica Fuzzy: Introdução a Teoria 
e Aplicações. Ciência Moderna, Rio de Janeiro
•A bibliografia completa pode ser encontrada no livro
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